
Prvi kolokvijum iz Algebre 2
R smer, 27.4.2016.

1 Odrediti (do na izomorfizam) grupe Aut(Z27 × Z4) i Inn(Aut(Z27 × Z4)).

Rexeǌe. Iz NZD(27, 4) = 1 sledi Aut(Z27 × Z4) ∼= AutZ27 × AutZ4
∼= Φ27 × Φ4 (ili Aut(Z27 × Z4) ∼=

AutZ108
∼= Φ108). Grupa Aut(Z27 × Z4) je Abelova, pa je Inn(Aut(Z27 × Z4)) ∼= {e}.

2 Neka je p prost broj i neka je G nekomutativna grupa reda p3. Pokazati da je Z(G) ∼= Cp i
Inn(G) ∼= Cp × Cp. Da li je grupa G rexiva?

Rexeǌe. Prema Lagran�evoj teoremi |Z(G)| deli |G| = p3. Grupa G je nekomutativna (|Z(G)| 6= p3)
i p–grupa (|Z(G)| 6= 1), pa je |Z(G)| ∈ {p, p2}. U sluqaju da je |Z(G)| = p2, imamo | InnG| = |G/Z(G)| =
[G : Z(G)] = |G|

|Z(G)| = p xto nije mogu�e.

Dakle, |Z(G)| = p xto povlaqi Z(G) ∼= Cp. Sledi, | InnG| = |G|
|Z(G)| = p2. Znamo da grupa InnG nije

cikliqna, pa je jedina mogu�nost Z(G) ∼= Cp × Cp (radili smo za p = 2, isto prolazi za bilo koji
prost broj p).

Grupa G je rexiva jer je Z(G) C G, a Z(G) i G/Z(G) ∼= InnG su Abelove, pa samim tim i rexive.

3 Molekul benzena je sastavǉen od 6 atoma ugǉenika i 6 atoma vodonika ras-
pore�enih kao na slici. U prirodi postoje dva izotopa ugǉenika: 12C i 13C i dva
izotopa vodonika: 1H i 2H. Koliko razliqitih izotopa benzena postoji?

Rexeǌe. Za svako teme xestougla imamo po qetiri mogu�nosti (12C,1H), (12C,2H),
(13C,1H) i (13C,2H). Zato �emo posmatrati dejstvo diedarske grupe D6 = 〈ρ, σ〉 na
qetvoroqlan skup (gde je σ simetrija u odnosu na pravu koja prolazi kroz dva temena).

nε = 46, nρ = nρ5 = 4, nρ2 = nρ4 = 42, nρ3 = 43, nσ = nρ2σ = nρ4σ = 44, nρσ = nρ3σ = nρ5σ = 43

Broj razliqitih izotopa benzena je∑
φ∈D6

nφ

|D6|
=

46 + 3 · 44 + 4 · 43 + 2 · 42 + 2 · 4
12

= . . .

4 Data je grupa G reda 96 koja nema normalnu podgrupu reda 48. Pokazati da G ima normalnu
podgrupu reda 32.

Rexeǌe. Grupa G ima bar jednu Silovǉevu 2–podgrupu H (reda 32 i indeksa 3). Prema teoremi o

faktorijelu |G|
|CoreH| = [G : CoreH]

∣∣∣ [G : H]! = 3! = 6. Iz 96
|CoreH|

∣∣∣ 6 sledi da 16 deli |CoreH|. Sa druge

strane, iz Lagran�eve teoreme sledi da CoreH deli |H| = 32, pa je |CoreH| ∈ {16, 32}.
Pretpostavimo suprotno, |CoreH| = 16. Postoji bar jedna Silovǉeva 3–podgrupa K. Poxto je

CoreH C G, K CoreH �e biti podgrupa G reda |K|·|CoreH|
|K∩CoreH| = 3·16

1
= 48. Dakle, K CoreH C G (jer je

indeksa 2) xto nije mogu�e. Sledi, grupa G ima normalnu podgrupu CoreH reda 32.


